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B΄ ΟΜΑΔΑ 

 

*********** Β΄ ομάδα – Ορισμένο Ολοκλήρωμα *********** 

 

 

Έστω   f : 1, R    συνεχής συνάρτηση και  F  μια παράγουσα της  

f. Αν   F 0 0   και     F x
f x e


   για κάθε  x 0 ,  τότε: 

        α) Να αποδείξετε ότι     2f x f x     για κάθε  x 1  , 

        β) Να  βρείτε τον τύπο της συνάρτησης  f. 

ΛΥΣΗ 

α)  Ισχύει ότι     F x f x  ,  για κάθε  x 1  .  Επομένως:   

               F x F x F x
f x e f x e f x e F x

            

          2f x f x f x f x f x       ,  για κάθε  x 0 . 

 

β)  Είναι     F x
f x e 0


    για κάθε  x 0 . 

   
 

   
 2

2

f x 1
f x f x 1 x

f xf x

             
 

 

 
 

1 1
x c f x

f x x c
     


. 

Όμως για  x 0   έχουμε:       F 0 0f 0 e f 0 e 1


    . 
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Άρα     
x 01 1

f x f 0 c 1
x c c



      


. 

Συνεπώς   
1

f x
x 1




,  για κάθε  x 1  . 

 

 

 

Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : R R   για την οποία ισχύει: 

 
2

2

0

xf '(x ) 1 dx 4  .  Να αποδείξετε ότι: 

        α) Υπάρχει  0x  (0, 4),  ώστε  0f '(x ) 1 . 

        β) Υπάρχει  1x  (0, 4),  ώστε  1
1

x
f '(x )

2
  

ΛΥΣΗ 

    
2 2 2

2 2

0 0 0

xf x 1 dx 4 xf x dx 1dx 4          

        
2 2

22 2 2

0

0 0

1 1
x f x dx x 4 f x dx 2 4

2 2


         

       
2

2

0

1
f x 2 f 4 f 0 4 1

2
     
 

 

 

α)  Εφαρμόζουμε θεώρημα μέσης τιμής για την  f  στο   0, 4 . 

  Η  f  είναι συνεχής στο   0, 4 . 

  Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο   0, 4 . 
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Άρα θα υπάρχει ένα τουλάχιστον   0x 0, 4   τέτοιο ώστε  

 
     

 
1

0 0

f 4 f 0 4
f x f x 1

4 0 4


    


. 

 

β)  Θεωρούμε συνάρτηση       
2x

g x f x , x 0, 4
4

   . 

  Η  g  είναι συνεχής στο   0, 4  ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων. 

     
1

g x f x x
2

   ,  για κάθε   x 0, 4 . 

     g 0 f 0  

   
 

   
1

g 4 f 4 4 4 f 0 4 f 0      . 

Άρα από το θεώρημα Rolle θα υπάρχει ένα τουλάχιστον   

 1x 0, 4   τέτοιο ώστε: 

     1 1 1 1 1

1 1
g x 0 f x x 0 f x x

2 2
         

 

 

Η συνάρτηση  f :RR είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με την  f   

συνεχή στο R.  Αν για κάθε  xR ισχύει  3f '(x x) 4x  , να βρεθεί  

        το ολοκλήρωμα  

2

0

xf ''(x) dx . 

 

ΛΥΣΗ 

           

2 2 2

2

0

0 0 0

xf x dx xf x x f x dx 2f 2 f x dx              

 44 
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           
2

0
2f 2 f x 2f 2 f 2 f 0 1         

Όμως από τη δοθείσα σχέση   3f x x 4x     για  x 1   έχουμε   

 f 2 4  .  Επίσης θα έχουμε:   

       3 2 3 2f x x 4x 3x 1 f x x 3x 1 4x        
 

       3 2 3 3 2f x x 12x 4x f x x 4x 2x
  

         

 3 4 2f x x 3x 2x c     . 

  Για   x 0: f 0 c  . 

  Για   x 1: f 2 5 c   .  Άρα από τη σχέση   1   προκύπτει: 

       

2

0

xf x dx 2f 2 f 2 f 0 2 4 5 c c 3          . 

 

 

Έστω  f : R R   παραγωγίσιμη συνάρτηση με  
2xf '(x) 2e   για κάθε       

        x R   και  f (1) e .  Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  

1

0

I f (x)dx  .  

ΛΥΣΗ 

         

1 1 1

1

0

0 0 0

I f x dx x f x dx xf x xf x dx           

     
2 2 2

1 1
1

x 2 x x

0

0 0

f 1 x 2e dx e x e dx e e e e 1 1
            

   . 
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Υποθέτουμε ότι μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο  R  με  

 f 4 10   και    2f x x 9   .  Να υπολογίσετε το   
4

0

f x dx . 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε:           
4 4 4

4

0

0 0 0

f x dx f x x dx x f x f x x dx             

 
4 4

2 2

0 0

4 f 4 x x 9 dx 40 x x 9 dx            

     
4 41 1

'
2 2 22 2

0 0

1
40 x x 9 dx 40 x 9 x 9 dx

2
            

   
 

4 4
1 3

1
2 2 42 2 3

2

0

0 0

x 9 x 91 1
40 40 40 x 9

12 3 3
1

2

   
      

            
    

   

 

125 27 98

3 3


     Άρα   

4

0

22
f x dx

3
 . 

 

 

Δίνεται η συνάρτηση  
2

x

x x
f (x)

2010 1





 ,  x R . 

        α) Να δείξετε ότι  2f (x) f ( x) x x    ,  x R . 

        β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  

2

2

I f (x)dx






  . 

ΛΥΣΗ 

 46 
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α)     
   

22 2 2

x x x

x

x xx x x x x x
f x f x

12010 1 2010 1 2010 1 1
2010



    
      

   

 

x x
2 2 2

x x x

1 2010 1 2010
x x x x x x

2010 1 1 2010 2010 1

   
         

     
. 

 

β)  Κατ’ αρχάς θα αποδείξουμε ότι     
2 2

2 2

f x dx f x dx

 

 
 

   . 

Στο πρώτο ολοκλήρωμα κάνουμε αλλαγή μεταβλητής. 

Θέτουμε  x t x t      άρα   dx d t dx dt     . 

  Για  x : t
2 2

 
    

  Για  x : t
2 2

 
   .  Επομένως: 

          
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

f x dx f t dt dx f t dt f t dt f x dx

    
 

    
  

           . 

Ολοκληρώνοντας τώρα τη σχέση που έχουμε αποδείξει στο (α)  

ερώτημα θα έχουμε: 

       
2 2

2 2

2 2

f x f x x x f x f x dx x xdx

 

 
 

            

     
2 2 2

2

2 2 2

f x dx f x dx x x dx

  

  
  

       
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     
2 2 2

2 22

2

2 2 2

f x dx f x dx x x x xdx

  






  
  

            

 
2 2

2 2

2 2

2 f x dx 2 x xdx
4 2 4 2

 

 
 

    
         

    

   
2 2

2

2 2

2 f x dx 2 x x dx
2

 

 
 

         

       
2 2

2

2

2

2 2

f x dx x x x x dx
4

 






 
 

            

     
2 2 2

2 2

2

2

2 2 2

f x dx 0 xdx f x dx x
4 4

  






  
  

 
             

   
2 2

2 2

2 2

f x dx f x dx 2
4 2 2 4

 

 
 

      
          

    . 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                Ολοκληρώματα 

 Ολοκληρώματα 
396 

 
 

α) Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα  [0, α]  δείξτε ότι:  

       




00

dxxfdxxf  

  β) Υπολογίστε το ολοκλήρωμα:  







2

0

dx
συνxημx

x
I  

ΛΥΣΗ 

α) Είναι:         









0

00
tx

0

dttfdttfdttf  dxxf  

 

β) Είναι:  
 2 2

0 0

x
x 2

I dx  dx
ημx συνx

x x
2 2

 



 
      

     
       

   

   

     Idx
ημxσυνx

x
2

0





 



   (1).   Έχουμε:  

 

      
  2 21

0 0

x x
2I I I  dx dx

ημx συνx ημx συνx

 

 
    

    

       

2 2

0 0

x συνx
dx dx I

ημx συνx 2 4

 

   
    

   
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Δίνεται συνάρτηση  f : R R   με  f (x) 0   για κάθε  x R   για την 

οποία ισχύει  f (0) 1   και  

1

0

f '(x)
dx 1

f (x)
 .  

        Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  

1
2 x x

2

0

2xf (x) e f (x) e f '(x)
I dx

f (x)

 
  . 

ΛΥΣΗ 

Από τη δοθείσα σχέση  
 
 

1

0

f x
dx 1

f x


   θα έχουμε: 

 
 

 
 

   

1
f x 0

1

0

0

f x
dx 1 ln f x 1 ln f 1 ln f 0 1

f x


          

       lnf 1 ln1 1 lnf 1 1 f 1 e 1        

Υπολογίζουμε τώρα το ολοκλήρωμα  Ι. 

1
2 x x

2

0

2xf (x) e f (x) e f (x)
I dx

f (x)

 
 

 

1
2

2

0

2xf (x)

f (x)
 

 

x x

2

e f (x) e f (x)
dx

f (x)


  

     

1 1 1 11
x x 2 x

0 00 0 0

e e x e
2x dx 2 xdx dx 2

f x f x 2 f x

                              
 
    

   

 11 e 1 e 1
2 1 1

2 f 1 f 0 e 1
         
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Να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα:  

α) 
2

x

0

e 2xdx



                        β) 
4

3

0

xdx



            

        γ) 

4

4

1
dx

1 x






                              δ) 

2

4

1
dx

x





  

ΛΥΣΗ 

α)   
2 2 2

x x x

0 0 0

e 2xdx 2e x xdx 2 e xdx

  

   
          

   
2 2

x x 1 x2

0

0 0

2 e x 2 e x dx 2 e 1 0 2 e xdx

 


               

   
2

x x 1 02

0

0

2e 2 e dx 2e 2 e 2e 2 e e 2




            . 

 

β)  

4 4 4
2

3 2

2

0 0 0

x
xdx x xdx xdx

x

  


      

    

4 4 4
2

2 2

0 0 0

1 x 1
xdx xdx xdx

x x

  


      

     

 
 

4 4 4
2 4

00 0 0

xx x
x x dx dx dx

x 2 x

  


          
      
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2 4
4
0

0

x 1 2 1 2
ln x 0 ln ln1 ln .

2 2 2 2 2


 

             
 

 

 

γ)  
  

4 4 4

2

4 4 4

1 1 x 1 x
dx dx dx

1 x 1 x 1 x 1 x

  

  
  

 
  

         

4 4

2 2 2

4 4

1 x 1 x
dx dx

x x x

 

 
 

  
    

      

   
4 4 4 4

2

2 2

4 4 4 4

1 x
dx dx x dx x x dx

x x

   



   
   

       
      

       
 

4 1 4
2

4

4

4
4

x
x x x dx 1 1

1

 








 



          
  

  

4

4

1 1 1
2 2 2

x 2 2

2 2






 
      

. 

 

       δ)  

2 2 2

2 2

4 4 4

1 x x
dx dx dx

x x 1 x

  

  

 
 

     .   

             Θέτουμε  x t    οπότε   

              d x dt xdx dt xdx dt          
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   Για  x
4


   είναι  

2
t t

4 2


     

   Για  x
2


   είναι  t t 0

2


     

   Οπότε θα έχουμε:  

   

2

02 2 2

2 2 2

02

4 4 2

1 x dt dt
dx dx

x 1 x 1 t 1 t

 

 

 
   

        

2 2 2

2 2 2

0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
dt dt dt

2 1 t 1 t 2 1 t 2 1 t

 
     

        

 
2 2

2 2
0 0

1 1 1 2 1 2
ln 1 t ln 1 t ln 1 ln 1

2 2 2 2 2 2
                 

  

2
1

1 1 2 22ln ln
2 22 2 2

1
2




 




 

 

Να δειχθεί ότι:   
2

π

0

2

π

0

vv dxxσυνdxxημ ,  *Nv . 

ΛΥΣΗ 

Στο ολοκλήρωμα  

2

0

x dx



   θέτουμε:  x t
2


    οπότε 

dx d t dx dt
2

 
     

 
. 
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  Για  x 0 : t
2


  . 

  Για  x : t 0
2


  . 

Επομένως:     

0 02

0

2 2

xdx t dt t dx
2






 

   
          

      

2 2

0 0

t d t xdx

 

      .   (Ισχύει   t t
2

 
    

 
) 

 

Αν  

2

0

x
A dx

x x





 




     και  

2

*

0

x
dx,

x x





 


  

   ,   

        τότε: 

        α) Να αποδείξετε ότι   . 

        β) Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα  , ,   . 

ΛΥΣΗ 

α) Στο ολοκλήρωμα  

2

0

x
A dx

x x





 




     θέτουμε:  x t
2


     

    οπότε  dx d t dx dt
2

 
     

 
. 

      Για  x 0 : t
2


  . 

      Για  x : t 0
2


  . 
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    Επομένως:   

     
02

0

2

t
x 2

A dx dt
x x

t t
2 2






 
 



 
       

      
       

   

   

   

2 2

0 0

t x
dt dt B

t t x x

 

 

   

 
  

         

 

β) Είναι:    

2 2

0 0

x x
A B dx dx

x x x x

 

 

   

 
   

        

     
2 2

2
0

0 0

x x
dx 1dx x

2x x

 

 

 

   
   

     

      

      Επομένως είναι  A B
2


     και  A B   οπότε είναι  A B

4


   

 

 

Έστω συνάρτηση  f : R R   με  
x

x

e
f (x) ln

e 1

 
  

 
 

        Να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα: 

        α) 

1

f (x)

0

I e dx         β) 

1

1

J xf (x)dx



   

ΛΥΣΗ 

α) Είναι:  

x

x

1 1 1e
xln

e 1f (x)

x

0 0 0

e
I e dx e dx dx

e 1

 
 

   
   .  Θέτουμε  xe t  
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    οπότε  xe t x ln t     και   
1

dx d ln t dx dt
t

   . 

     Για  x 0   είναι  t 1 . 

     Για  x 1   είναι  t e .  Επομένως θα έχουμε: 

     

1 e e
x

e

x 1

0 1 1

e t 1 1
I dx dt dt ln(t 1) ln(e 1) ln 2

t 1 t t 1e 1
        

     

 

β) Είναι:   

  

1 1 0 1
x x x

x x x

1 1 1 0

e e e
J xf (x)dx x ln dx xln dx xln dx

e 1 e 1 e 1
  

     
        

            

   Στο ολοκλήρωμα  

0
x

x

1

e
x ln dx

e 1


 
 

    κάνουμε αλλαγή μεταβλητής.  

   Θέτουμε  x t    οπότε  dx dt  . 

    Για  x 1    είναι  t 1 . 

 

     Για  x 0   είναι  t 0 .  Οπότε θα έχουμε: 

     

0 0 0
x t t

x t t

1 1 1

e e e
x ln dx t ln dt t ln dt

e 1 e 1 e 1

 

 



     
         

           

    

0 0 0
t t

t t

1 1 1t

1

e 1et ln dt t ln dt t ln dt
1e 1 e 11
e





 
    

       
     

 

    

       
0 1

t t

1 0

t ln e 1 dt t ln e 1 dt        οπότε   
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     
0 1

x
x

x

1 0

e
x ln dx x ln e 1 dx

e 1


 
  

      (1). 

    Επομένως θα έχουμε: 

   

1 0 1
x x (1)

x x

1 1 0

e e
J xf (x)dx x ln dx x ln dx

e 1 e 1
 

   
      

        

     
1 1

x(1)
x

x

0 0

e
x ln e 1 dx x ln dx

e 1

 
    

    

      
1 1 1

x
x x

x

0 0 0

e
x ln e 1 ln dx x lne dx x xdx

e 1

  
        

   
    

    

1 1
3

2

00

x 1
x dx

3 3

 
   

   

 

 

Έστω συνάρτηση   f : 0, c R ,  c 0   με τη συνάρτηση  f    συνεχή 

και τέτοια ώστε για κάθε   x 0, c   να είναι     x f x f c   . 

        Δείξτε ότι υπάρχει   0, c  τέτοιο, ώστε  f '( ) 0  . 

ΛΥΣΗ 

Από τη δοθείσα σχέση με ολοκλήρωση παίρνουμε:  

   cfcdxxfx

c

0

  

  δηλαδή              cfcxfcfc     ή     cfcdxxfxfx
c

0

c

0

c

0
   

οπότε    
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     0fcf  .  Για την f  λοιπόν παρατηρούμε ότι:   

    f  συνεχής στο [0, c] 

    f  παραγωγίσιμη στο (0, c) 

    f(0) = f(c) 

  Άρα σύμφωνα με το θεώρημα Rolle υπάρχει   ξ(0, c) τέτοιο, ώστε 

  f΄(ξ) = 0. 

 

 

 

Να βρείτε τη συνεχή συνάρτηση f :R R   στις παρακάτω 

περιπτώσεις: 

        α)  

1

0

f '(x) f (x)dx f (x), f (0) 0    

        β)  

1

2

1

f (x) 9x 2xf (t)d t



    

        γ)  

1

1 x x

0

e f (x)dx f (x) e     

ΛΥΣΗ 

α)  Θέτουμε   

1

0

f x dx c   οπότε θα έχουμε: 

           x x xf x c f x f x f x c e f x e f x ce            

     
 

x x x
x

2x 2x x

e f x e f x f xce
ce

e e e


    

      
 
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 
 x x x x

1 1x

f x
ce c f x ce e c e

e

         
 

  x
1 1f x c e c, c,c R    . 

Όμως   f 0 0   και επομένως   

  0
1 1 1f 0 c e c 0 c c c c       . 

Άρα    xf x ce c  .  Έτσι θα έχουμε:   

   
1 1

1
x x

0

0 0

f x dx c ce c dx c ce cx c            

 0ce c ce 0 c c e 3 0 c 0         .  Άρα   f x 0 ,  για  

κάθε  x R . 

 

β)         

1 1

2 2

1 1

f x 9x 2xf t dt f x 9x 2x f t dt

 

      . 

Θέτουμε   

1

1

f t dt c



   οπότε:    2f x 9x 2cx    και επομένως: 

   
1 1 1

3
2 2

11 1

t
f t dt c 9t 2ct dt c 9 ct c

3
 

 
        

    

9 9 18
c c c c

3 3 3

 
       

 
  και συνεπώς: 

     2 2 218
f x 9x 2cx f x 9x 2 x f x 9x 12x

3
        . 
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γ)  Θέτουμε   

1

1 x

0

e f x dx c    οπότε θα έχουμε: 

1

1 x x

0

e f (x)dx f (x) e      x xc f x e f x c e      .  Άρα: 

   
1 1

1 x 1 x x

0 0

e f x dx c e c e dx c        

 
1 1 1

1 x 1 x x 1 x

0 0 0

ce e e dx c c e dx edx c            

   
1 11 x

00

e
c e e x c c 1 e e c c

e 2

             
  και  

επομένως    x e
f x e , x R

e 2
   


. 

 

 

Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : R R  με  f (0) 2 . 

Αν  

2

0

f (x) f (x)dx f '(x)  ,  να βρεθεί ο τύπος της  f. 

ΛΥΣΗ 

Θέτουμε   

2

0

f x dx c   οπότε θα έχουμε: 

2

0

f (x) f (x)dx       f x f x c f x   

 

   f x f x c   

  

 

   x x xe f x e f x ce   
   x x x

2x 2x

e f x e f x ce

e e

 

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 
 x

x

f x
ce

e


  

   
 

  x
1x

f x
ce c

e

      

  x x x
1f x ce e c e     x

1 1f x c e c, c, c R    . 

Όμως   f 0 2   και επομένως   

  0
1 1 1f 0 c e c 2 c c c c 2        . 

Άρα    x
1 1 1f x c e c 2, c R    . 

Οπότε προκύπτει:     
2 2

x
1 1 1

0 0

f x dx c c e c 2 dx c 2         

2
x

1 1 1 1 20

6
c e c x 2x c 2 c

e 4


        

  οπότε   

  x

2 2

6 6
f x e 2

e 4 e 4
   

 
. 

 

 

Έστω συνάρτηση  f : R R   με συνεχή δεύτερη παράγωγο, για την 

οποία  ισχύει  f (1) f '(1) 0    καθώς επίσης και  

1

x

0

f ''(x) f (x)
dx 2

e


 . 

        Να βρεθεί ο ρυθμός μεταβολής της  f  στο σημείο της  A(0, 5) . 

ΛΥΣΗ 

           
1 1

x x

0 0

f x f x f x f x f x f x
dx 2 dx 2

e e

      
      

       
1

x x

0

f x f x f x f x
dx 2

e e

    
    

   
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       
1

x x x x

2x 2x

0

e f x e f x e f x e f x
dx 2

e e

    
     

 
  

       
1 1

x x x x

0 0

f x f x f x f x
dx 2 dx 2

e e e e

                     
      
 
   

           
1

x x x

0

f x f x f 1 f 1 f 0 f 0
2 2

1e e e

    
       

 
 

   
 

f 0 50
2 f 0 3

e 1

  
     .   

Άρα ο ρυθμός μεταβολής της  f  στο  0x 0   είναι   f 0 3  . 

 

 

Έστω η άρτια συνάρτηση  f : R R   και η συνάρτηση  g : R R  

για την οποία ισχύει:  g(x) g( x) 1   ,  για κάθε  x R . 

        α) Αποδείξτε ότι  

0

f (x)g(x)dx f (x)dx

 



  ,  α > 0. 

        β) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  

2

2x

2

x
I dx

e 1









  

ΛΥΣΗ 

α)  f (x)g(x)dx





  

0

f (x)g(x)dx



 
0

f (x)g(x)dx



  

Στο ολοκλήρωμα  

0

f (x)g(x)dx



   κάνουμε αλλαγή μεταβλητής. 
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Θέτουμε  x u    οπότε   dx d u dx du     . 

  Για  x : u   . 

  Για  x 0: u 0  . 

Επομένως:  

0

f (x)g(x)dx




 

 

0

f ( u)g( u) du



     

0

f ( u)g( u)du



   
f ά

0

f ( u)g( u)du




   
0

f (u)g( u)du



   

 
0

f (u) 1 g(u) du



   
0

f (u) f (u)g(u) du



    

0

f (u)du



   
0

f (u)g(u)du 1



 .  Έτσι θα έχουμε: 

f (x)g(x)dx






0

f (x)g(x)dx



 
 0

f (x)g(x)dx



  

f (x)g(x)dx





 
 

 1

0 0

f (x)dx f (x)g(x)dx

 

  
0

f (x)g(x)dx



   

f (x)g(x)dx






0

f (x)dx



  . 

 

β)  Θεωρούμε συνάρτηση   f x x, x ,
2 2

  
    

 
  η οποία είναι  

άρτια αφού       f x x x f x       για κάθε   
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x ,
2 2

  
  
 

  Επίσης θεωρούμε τη συνάρτηση   

  2x

1
g x , x ,

2 2e 1

  
     

.   

Για την g  θα έχουμε: 

    2x 2x 2x

2x

1 1 1 1
g x g x

1e 1 e 1 e 1 1
e


      

   

 

2x 2x

2x 2x 2x

1 e e 1
1

e 1 e 1 e 1


   

  
. 

Άρα για τις συναρτήσεις που θεωρήσαμε πληρούνται οι  

προϋποθέσεις του (α) ερωτήματος αφού η  f  είναι άρτια και   

   g x g x 1     και επομένως βάσει του πρώτου ερωτήματος  

για  
2


    θα έχουμε: 

 
2 2 2

2
2x 2x 0

0

2 2

x 1
dx x dx xdx x 1

e 1 e 1

  



 
 


      

    . 

 

 

Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα   0,1 ,  να αποδειχθεί  

ότι  

1 1

2

0 0

f (x) dx 1 2 f (x) dx   . 

ΛΥΣΗ 

       

1 1 1 1 1

2 2

0 0 0 0 0

f x dx 1 2 f x dx f x dx 1dx 2 f x dx 0          
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       
1 1

22

0 0

f x 2f x 1 dx 0 f x 1 dx 0         το οποίο ισχύει  

διότι    
2

f x 1 0    για κάθε  x R   και επομένως   

  
1

2

0

f x 1 dx 0   

 

Να βρεθεί συνεχής συνάρτηση  f : [0, 1] R   για την οποία ισχύει 

 
0

2 2

1

4xf (x) f (x) 4x dx 0   .   

ΛΥΣΗ 

Είναι: 

   
0 0

2 2 2 2

1 1

4xf (x) f (x) 4x dx 0 f (x) 4xf (x) 4x dx 0           

 
1

2

0

f (x) 2x dx 0     (1).   Η συνάρτηση   
2

g(x) f (x) 2x    είναι 

συνεχής στο  [0,  1]  και μη αρνητική.  Επομένως είναι 

 
1

2

0

f (x) 2x dx 0     (2).  Από τις σχέσεις  (1)  και  (2)  προκύπτει ότι 

 
1

2

0

f (x) 2x dx 0  .  Γνωρίζουμε από τη θεωρία ότι αν μία συνάρτηση    

f  είναι συνεχής σε ένα διάστημα  [α, β]  με  f (x) 0  για κάθε x[α, β]  

και η  f  δεν είναι παντού μηδέν στο διάστημα αυτό τότε: f (x)dx 0





 . 
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Συνεπώς η συνάρτηση   
2

g(x) f (x) 2x    επειδή είναι  g(x) 0 ,  αν  

είχε κάποια τιμή διάφορη του μηδενός θα έπρεπε να είναι   

 
1

2

0

f (x) 2x dx 0  .  Αυτό όμως είναι άτοπο διότι έχουμε καταλήξει  

στο συμπέρασμα ότι   
1

2

0

f (x) 2x dx 0  .  Επομένως θα είναι   

 
2

g(x) f (x) 2x 0     οπότε  f (x) 2x 0 f (x) 2x    ,  x [0, 1]  

 

 

α) Έστω μια συνάρτηση  f  συνεχής στο [α, β]  και τέτοια ώστε   

      0xf  ,  για κάθε  x[α, β].  Αν   0dxxf 




, να αποδείξετε ότι 

             f x 0 ,  για κάθε  x [α, β]. 

β) Αν για τη συνεχή στο  R  συνάρτηση  f  ισχύει  

        

1

0

1

0

2 dxxxf2
3

1
dxxf ,  να αποδείξετε ότι   f x x ,  για κάθε   

     x[0, 1]. 

ΛΥΣΗ 

α) Υποθέτουμε ότι η  f  δεν είναι παντού μηδέν στο [α, β].  Τότε επειδή  

       0xf  , για κάθε  x[α, β]  θα ισχύει:   0dxxf 




  άτοπο λόγω της  

     υπόθεσης.  Άρα   f x 0 , για κάθε  x[α, β].  
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β)        0dxxxfdxxxf2
3

1
dxxf

1

0

2

1

0

1

0

2     

     διότι 
1

0

2dxx
3

1
.  Όμως     0xxf

2
 ,  για κάθε  x[0, 1]  οπότε  

     λόγω του (α) ερωτήματος θα είναι:  

  0xxf  , για κάθε  x[0, 1]  δηλαδή   f x x ,  για κάθε   

  x[0, 1]. 

 

Δείξτε ότι για οποιαδήποτε  α, β R   με    ,  ισχύει ότι: 

2
2

2

x
ln(x 1) dx 0

x 1





 
   

  . 

ΛΥΣΗ 

Θεωρούμε συνάρτηση     
2

2

2

x
f x ln x 1 , x R

x 1
   


. 

Βρίσκουμε την μονοτονία και τα ακρότατα της  f. 

   
 

 

2 22
2

2 2 2
2

2x x 1 x 2xx 2x
f x ln x 1

x 1 x 1 x 1

   
       

   
 

   

   

2 2 3 3

2 2
2 2

2x x 1 2x x 1 2x 2x

x 1 x 1

   
 

 
. 

Οπότε:   
 

3

2
2

2x
f x 0 0 x 0

x 1

     


.  Άρα στο   , 0   η  f  

είναι γνησίως φθίνουσα ενώ στο   0,    η  f  είναι γνησίως  

αύξουσα.  Άρα παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο  0x 0   το   f 0 0    
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και επομένως     f x f 0   για κάθε  x R   ή   f x 0   για κάθε   

x R .Επομένως και   
2

2

2

x
ln x 1 dx 0

x 1





 
   

    αφού    .  Όμως 

η  f  δεν είναι παντού μηδέν αφού για παράδειγμα   
1

f 1 ln 2 0
2

   . 

Συνεπώς   
2

2

2

x
ln x 1 dx 0

x 1





 
   

  . 

 

Μια συνάρτηση  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο  R  και έχει 

συνεχή και θετική δεύτερη παράγωγο στο διάστημα   0, 2 .   

       Να αποδείξετε ότι    
2

0

f x xdx 0



  . 

ΛΥΣΗ 

Έχουμε:       
2 2

0 0

f x xdx f x x dx

 

       

   
2

2

0

0

f x x f x xdx




         

       
2 2

2

0

0 0

0 f x x dx f x x f x xdx

 
               

         
2 2 2

0 0 0

f 2 f 0 f x xdx f x dx f x xdx

  

               

   
2

0

f x 1 x dx



    . 

Όμως   f x 0    στο   0, 2   και  1 x 0  ,  αφού  1 x   και  
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με το ίσον να ισχύει μόνο στα άκρα του διαστήματος   0, 2 .   

Επομένως για κάθε   x 0, 2    είναι:     f x 1 x 0    ,  χωρίς να  

είναι παντού     f x 1 x 0    .  Άρα     
2

0

f x 1 x dx 0



     . 

 

 

Η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο διάστημα   1, 5   και ισχύει:   

   f x f 6 x c     για κάθε   x 1, 5 ,  όπου  c   σταθερός πραγματικός  

       αριθμός. 

       α) Να δείξετε ότι:        
5

1

f x dx 2 f 1 f 5  . 

       β) Να δείξετε ότι:     
5

1

f x dx 4f 3 . 

ΛΥΣΗ 

α) Αν στην ισότητα     f x f 6 x c     θέσουμε  x 1   παίρνουμε: 

           f 1 f 6 1 c f 1 f 5 c      . 

    Επομένως         f x f 6 x f 1 f 5    .  Έτσι έχουμε: 

    

         
5 5

1 1

f x f 6 x dx f 1 f 5 dx       

        
5 5 5

1 1 1

f x dx f 6 x dx f 1 f 5 dx         

          
5 5

1 1

f x dx f 6 x dx 4 f 1 f 5 1       
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     Όμως,  αν στο   
5

1

f 6 x dx   θέσουμε  u 6 x  ,  τότε  du dx    και  

    για    x 1   είναι  u 5 ,  ενώ για  x 5   είναι  u 1 .  Έτσι έχουμε: 

     

         
5 1 5 5

1 5 1 1

f 6 x dx f u du f u du f x dx        . 

     Έτσι η   1   γίνεται:      

                 
5 5

1 1

2 f x dx 4 f 1 f 5 f x dx 2 f 1 f 5      . 

 

β)  Αν στην ισότητα     f x f 6 x c     θέσουμε  
1 5

x 3
2


   

     παίρνουμε:       f 3 f 3 c 2f 3 c    . 

     Επομένως       f x f 6 x 2f 3   .  Έτσι έχουμε: 

     

     
5 5

1 1

f x f 6 x dx 2f 3 dx        

     

     
5 5 5

1 1 1

f x dx f 6 x dx 2f 3 dx       και εργαζόμενοι όπως  

     προηγουμένως έχουμε: 

     

       
5 5 5 5

1 1 1 1

2 f x dx 2f 3 dx 2 f x dx 2f 3 dx       

     Άρα     
5

1

f x dx 4f 3  
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Δίνεται η συνάρτηση    3f x x x 1   . 

α) Να αποδειχθεί ότι η  f  αντιστρέφεται και να βρεθεί το πεδίο ορισμού  

            της  1f  . 

        β) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  

1

1

1

I f (x) dx



  . 

ΛΥΣΗ 

α)     3 2f x x x 1 3x 1 0


         για κάθε  x R   και επομένως η  f   

είναι γνησίως αύξουσα στο  R   άρα και  1-1,  συνεπώς η  f   

αντιστρέφεται.  Το πεδίο ορισμού της  1f    είναι το σύνολο τιμών της   

f.  Επομένως βρίσκουμε το σύνολο τιμών της  f.  Έχουμε ότι η  f   

είναι γνησίως αύξουσα.   

Επίσης:     3 3

x x x
lim f x lim x 1 1 lim x
  

       

και:          3

x x
lim f x lim x
 

   . 

Συνεπώς          
x x

f A lim f x , lim f x , R
 

     . 

Άρα  1f
A R  . 

 

β)  Στο ολοκλήρωμα  Ι  κάνουμε αλλαγή μεταβλητής.  Θέτουμε   

 1f x y    οπότε   f y x . 

     2df y dx f y dy dy 3y 1 dy dx      . 

Για     3 2x 1: f y 1 y y 1 1 y y 1 0 y 0              . 
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Για    3 3x 1: f y 1 y y 1 1 y y 2 0          . 

Προφανώς ρίζα είναι το  y 1   και επειδή η  f  είναι γνησίως  

αύξουσα, δεν έχει άλλη ρίζα. 

Άρα για  x 1, y 1  .  Έτσι λοιπόν θα έχουμε: 

     
11 1 1 4 2

1 2 3

01 0 0

y y
I f x dx y 3y 1 dx 3y y dx 3

4 2





 
        

 
    

3 1 5

4 2 4
   . 

 

 
 

α) Μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη και γνησίως αύξουσα στο  R. 

Επιπλέον η  f    και η  1f    είναι συνεχείς στο  R.  Να αποδείξετε ότι: 

   
 

 

   

f

1

f

f x dx f x dx f f





 

       . 

       β) Δίνεται η συνάρτηση    3f x x x 5   .  Να αποδείξετε ότι η  f   

αντιστρέφεται και να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα   
15

1

7

f x dx

 . 

ΛΥΣΗ 

α) α´ τρόπος: 

Στο ολοκλήρωμα   
 

 f

1

f

f x dx







   κάνουμε αλλαγή μεταβλητής.  

Θέτουμε   1f x y    οπότε   f y x
  
και   

   df y dx f y dy dy    
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 Για  x f ( )    θα είναι:     
x f ( )

1 1f x y f f ( ) y y
 

         

 Για  x f ( )    θα είναι:     
x f ( )

1 1f x y f f ( ) y y
 

        

Οπότε θα έχουμε: 

 
 

 

   

f

'1

f

f x dx y f '(y) dy yf (y) y f(y) dy

  





  

         

f ( ) f ( ) f(y) dy f '( ) f '( ) f(x) dx

 

 

            

Επομένως  

   
 

 

 

f

1

f

f x dx f x dx f x dx f ( ) f ( ) f(x) dx

  



   

            

   f f      

 

    β´ τρόπος: 

    Έχουμε:       x f x dx x f x f x dx

 




 

       ,  δηλαδή: 

    

         x f x dx f f f x dx 1

 

 

          . 

Επειδή η  f  είναι συνεχής  (αφού είναι παραγωγίσιμη)  και γνησίως  

μονότονη,  έπεται ότι υπάρχει η  1f  ,  οπότε από τη σχέση    1f f x x    

έχουμε        1x f x dx f f x f x dx

 



 

     . 

Θέτουμε   u f x ,  οπότε   du f x dx   και όταν  x    έχουμε   
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 u f  ,  ενώ όταν  x  ,  τότε   u f  . 

Επομένως:        1x f x dx f f x f x dx

 



 

       

 
 

 

 
 

 f f

1 1

f f

f u du f x dx

 

 

 

   . 

Δηλαδή:     
 

 

 

f

1

f

x f x dx f x dx 2





 

   . 

Από τις   1   και   2   προκύπτει ότι: 

 
 

 

     

f

1

f

f x dx f f f x dx

 



 

       ,  άρα: 

   
 

 

   

f

1

f

f x dx f x dx f f





 

       . 

 

γ´ τρόπος: 

Μια γεωμετρική ερμηνεία του προβλήματος και της λύσης του στην  

περίπτωση που έχουμε   f x 0 ,  (αν   f x 0   τότε το σχήμα είναι  

συμμετρικό ως προς τον άξονα  x x )  είναι η εξής: 

Το ολοκλήρωμα   f x dx





   παριστάνει το εμβαδόν  1E ,  το ολοκλήρωμα 

 
 

 

 
 

 f f

1 1

f f

f x dx f y dy

 

 

 

    παριστάνει το εμβαδόν  2E ,  ενώ το 

εμβαδόν των δύο σχηματιζόμενων ορθογωνίων είναι αντιστοίχως   f    

του μεγαλύτερου   και   f     του μικρότερου. 
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Προφανώς,  η διαφορά των εμβαδών των δύο ορθογωνίων είναι ίση με το  

άθροισμα  1 2E E .   

Δηλαδή ισχύει:     
 

 

   

f

1

f

f x dx f x dx f f





 

        . 

 

β) Η συνάρτηση    3f x x x 5     έχει    2f x 3x 1 0    ,  επομένως είναι 

γνησίως αύξουσα,  άρα είναι και  1 1   και αντιστρέφεται. 

Έχουμε:    3 3f x x x 5 15 x x 10 0        .  Η μοναδική λύση της  

εξίσωσης αυτής είναι η  x 1 .  Επομένως με βάση την ισότητα 

   
 

 

   

f

1

f

f x dx f x dx f f





 

         έχουμε: 

       
2 15

1

1 7

f x dx f x dx 2 f 2 1 f 1 2 15 1 7 23           . 

Άρα       
15 2 2

1 3

7 1 1

f x dx 23 f x dx 23 x x 5 dx           
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2
4 2

1

x x 23 51
23 5x 23 16

4 2 4 4

   
          

  
. 

 

 

α) Αν η συνάρτηση   f : , R     είναι αντιστρέψιμη και 

    παραγωγίσιμη με την  f΄  συνεχή, δείξτε ότι: 

               

 

 

   αfβfdxxfdxxf

f

f

1  










. 

               β) Έστω η συνάρτηση:   2xxxf  ,   0 x   . 

            i) Δείξτε ότι η  f  είναι αντιστρέψιμη. 

            ii) Υπολογίστε το ολοκλήρωμα:   




2

0

1 dxxf  

       ΛΥΣΗ 

α) Στο ολοκλήρωμα   
 

 f

1

f

f x dx







   κάνουμε αλλαγή μεταβλητής.   

Θέτουμε   1f x y    οπότε   f y x
  
και   

   df y dx f y dy dy    

 Για  x f ( )    θα είναι:     
x f ( )

1 1f x y f f ( ) y y
 

         

 Για  x f ( )    θα είναι:     
x f ( )

1 1f x y f f ( ) y y
 

        

Οπότε θα έχουμε: 

 
 

 

   

f

'1

f

f x dx y f '(y) dy yf (y) y f(y) dy

  





  

         
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f ( ) f ( ) f(y) dy f '( ) f '( ) f(x) dx

 

 

            

Επομένως  

   
 

 

 

f

1

f

f x dx f x dx f x dx f ( ) f ( ) f(x) dx

  



   

            

   f f      

 

β) i) Για κάθε  x[0, π]  είναι   f ' x x 2 0     οπότε η  f  είναι  

        γνησίως αύξουσα στο [0, π]  άρα αντιστρέψιμη στο διάστημα αυτό. 

 

     ii) Λόγω του (α) ερωτήματος και επειδή η    2xxxf    στο  

         [0, π]  είναι αντιστρέψιμη θα έχουμε  f (0) 0 ,   f ( ) 2     και θα  

         είναι:     
 

 

   

f
0,

1

f

f x dx f x dx f β f α


 



 

      

            
2

1 2

0 0

f x dx f x dx 2

 

            

            
2

1 2

0 0

x 2x dx f x dx 2

 

         

          
2

2 1 2

0
0

x x f x dx 2




            επομένως 

          
2

2 1 2

0

π π 1 f x dx 2



          2dxxf 2

2

0

1 


 . 
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Έστω   f : , R     παραγωγίσιμη και αντιστρέψιμη συνάρτηση με  

         συνεχή παράγωγο στο [α, β].  

         Να δείξετε ότι:   
  

 

 f

1

f

t dt
f x dx

f f t





 


   

       ΛΥΣΗ 

Στο ολοκλήρωμα  
  

 

 f

1

f

t dt

f f t






   κάνουμε αλλαγή μεταβλητής. 

      Θέτουμε    utf 1     οπότε   t f u   οπότε   duufdt  .  

       Για   t f    είναι   1f f ( ) u u       

       Για   t f    είναι   1f f ( ) u u      

      Οπότε θα έχουμε: 

      
  

 

 f

1

f

t dt f (u)f '(u)du
f (u)du f (x)dx

f '(u)f f t

   



   

  
     

 

 

 

Έστω η συνάρτηση  f: R R   η οποία στην αρχή  Ο  των αξόνων 

δέχεται εφαπτόμενη την ευθεία  (ε): y x .  Ισχύει επίσης  

       
3(x 1)f ''(x) e   για κάθε  x R .  Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα  

       

1

0

I f (x)dx  . 

 

       ΛΥΣΗ 
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Αφού η ευθεία  y x   εφάπτεται της  fC   στο   O 0, 0   τότε θα είναι  

 f 0 0   και   f 0 1  .  Για το ολοκλήρωμα  Ι  θα έχουμε: 

     

1 1

0 0

I f x dx x 1 f x dx      

       

1

1

0

0

x 1 f x x 1 f x dx         

  
 

 

1 2

0

x 1
f 0 f x dx

2

 
     

 
 
  

 
 

 
 

1 12 2

0 0

x 1 x 1
f x f x dx

2 2

  
     

  
  

           
3 3

1 1

2 2x 1 x 1

0 0

1 1 1 1
f 0 x 1 e dx f 0 3 x 1 e dx

2 2 2 6

          
 

      
3 3

1
1

3 x 1 x 1

0
0

1 1 1 1
x 1 e dx e

2 6 2 6

          
    

 0 11 1 1 1 1 1 1
e e

2 6 2 6 6e 3 6e

           . 

 

 
 

 

Έστω η συνεχής συνάρτηση  f R R   για την οποία ισχύει  

f (1 x) f (1 x) 2    ,  για κάθε  x R .  Δείξτε ότι  

2

0

f (x)dx 2   

 

       ΛΥΣΗ 
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Στη δοθείσα σχέση     f 1 x f 1 x 2      για κάθε  x R   θέτουμε  

όπου x   το  x 1   και θα έχουμε:
     f x f 2 x 2   .  Οπότε: 

         

2 2 2 2

2

0

0 0 0 0

f x f 2 x dx 2dx f x dx f 2 x dx 2 x            

     

2 2

0 0

f x dx f 2 x dx 4 1      

Στο ολοκλήρωμα τώρα   

2

0

f 2 x dx   κάνουμε αλλαγή μεταβλητής. 

Θέτουμε  2 x t x 2 t       οπότε   dx d 2 t dx dt     . 

  Για  x 0: t 2  .       Για  x 2: t 0  . 

Επομένως:          

2 0 2 2

0 2 0 0

f 2 x dx f t dt f t dt f x dx        . 

Άρα από τη σχέση   1   θα έχουμε:     

2 2

0 0

f x dx f 2 x dx 4      

   

2 2

0 0

f x dx f x dx 4      

2

0

f x dx 2 . 

 

 

Δίνεται συνάρτηση  f :[ , ] R     η οποία είναι δύο φορές 

παραγωγίσιμη με  f ( ) f ( ) 0      για την οποία ισχύει   

        
f (x)f ''(x) f (x)e   για κάθε  x[α, β].  Δείξτε ότι  f (x) 0   για κάθε   

        x[α, β]. 
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       ΛΥΣΗ 

Κατ’ αρχάς από τη δοθείσα σχέση       f x
f x f x e    προκύπτει ότι  

η  f    είναι συνεχής στο   ,    διότι ισούται  με γινόμενο συνεχών  

συναρτήσεων. Έτσι θα έχουμε: 

 

             f x f x2f x f x e f x f x f x e      

f (x)f (x)dx





 
2 f (x)f (x)e dx





   

           f x2f x f x f x f x dx f x e dx

 





 

           

              2 f x2f f f f f x dx f x e dx

 

 

             

      
2f x2f x e dx f x dx 0

 

 

     .   (1) 

Όμως     f x2f x e 0   και επομένως       f x2f x e dx 0 2





 . 

Από   1   και   2   προκύπτει ότι     f x2f x e dx 0





 . 

Αν υπήρχε   0x ,     τέτοιο ώστε   0f x 0   τότε θα ήταν   
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   f x2f x e dx 0





   πράγμα που είναι άτοπο. 

Επομένως   f x 0   για κάθε   x ,   . 

 

 

Να αποδείξετε τους παρακάτω αναγωγικούς τύπους: 

α) Αν  

2

v
v

0

I xdx



  ,  τότε  v v 2vI (v 1)I     για κάθε φυσικό  v 2 . 

        β) Αν   
1

v
2

v

1

I 1 x dx



  ,  τότε  v v 1

2v
I I

2v 1



  για κάθε φυσικό  v 2  

        γ) Αν  

1

v
v

0

I x 1 x dx   , τότε  v v 1

2v
I I

2v 3



  για κάθε φυσικό v 2  

       ΛΥΣΗ 

α) Είναι: 

     

2 2 2

v v 1 v 1 '
v

0 0 0

I xdx x xdx x ( x) dx

  

              

       
2

'
v 1 v 12

0
0

x x x ( x)dx




             

      

2

v 1 v 1 v 2 2

0

0 0 (v 1) x xdx
2 2



   
            

       
2

v 2 2

0

0 (v 1) x 1 x dx



         
2

v 2 v

0

(v 1) x x  dx



     
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2 2

v 2 v
v 2 v

0 0

(v 1) xdx (v 1) xdx (v 1)I (v 1)I

 


            

       Οπότε  v v 2 v v v 2I (v 1)I (v 1)I (v 1 1)I (v 1)I            

       v v 2vI (v 1)I      ,  v 2  

 

β) Είναι: 

         
1 1

v v'2 2
v

1 1

I 1 x dx x 1 x dx

 

       

          
11 'v v

2 2

1
1

x 1 x x 1 x dx




     
     

           
1 1

v 1 ' v 1
2 2 2 2

1 1

0 0 v x 1 x 1 x dx 2v x 1 x dx
 

 

            

      
1

v 1
2 2

1

2v 1 x 1 1 x dx




       

          
1

v 1 v 1
2 2 2

1

2v 1 x 1 x 1 x dx
 



       
    

        
1 1

v v 1
2 2

v v 1

1 1

2v 1 x dx 2v 1 x dx 2vI 2vI




 

          

     Οπότε:  v v v 1 v v 1I 2vI 2vI (2v 1)I 2vI        v v 1

2v
I I

2v 1



 

 

γ) Κατ’ αρχάς θα έχουμε:   
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      
   

 

' '
1 3

1 '1 2 2
2

1 x 1 x 2
1 x 1 x 1 x 1 x

1 3 3
1

2 2


   
      

               
    

   

 

    Οπότε θα έχουμε: 

    

1 1 '

v v
v

0 0

2
I x 1 x dx x (1 x) 1 x dx

3

 
         

    

     
11

'
v v

0 0

2 2
x (1 x) 1 x x (1 x) 1 x dx

3 3

    
              

    
  

    

1 1

v 1 v 1

0 0

2 2v
0 v x (1 x) 1 x dx x (1 x) 1 x dx

3 3

  
           

    

     

1

v 1 v

0

2v
x 1 x x 1 x dx

3

       
   

     

1 1

v 1 v
v 1 v

0 0

2v 2v 2v 2v
x 1 x dx x 1 x dx I I

3 3 3 3


          

      Οπότε θα έχουμε: 

      v v 1 v v v v 1

2v 2v 2v 2v
I I I I I I

3 3 3 3
        

             v v 1 v v 1

2v 3 2v 2v
I I I I

3 3 2v 3
 

 
    

 
 ,   v 2 . 
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Να δειχθεί ότι:  

6
2013

2012

2013

0

xdx
6 2013




 

  

       ΛΥΣΗ 

Γνωρίζουμε από τη θεωρία ότι  x x     για κάθε  x R   και 

επομένως  
2012 2012 2012 2012x x x x       

 
6

2012 2012 2012 2012

0

x x 0 x x dx 0



        

2013

6 6
2013 6

2012 2012

0 0 0

x 6
xdx xdx

2013 2013

 
  

           
     

6
2013

2012

2013

0

xdx
6 2013




  

 . 
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